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摘　　　要：以一个２对斜齿轮耦合的三平行轴转子系统为研究对象，考虑静态传递误差、齿轮几何偏心等

因素的影响，建立了全自由度通用齿轮啮合动力学模型，并将其与转子系统有限元模型进行耦合，建立了平

行轴系齿轮转子系统的有限元模型，其中转子系统采用梁单元来模拟，齿轮之间的啮合通过啮合刚度矩阵和

阻尼矩阵来模拟，最后分析了静态传递误差、转子质量不平衡、齿轮几何偏心以及三者耦合对系统动力学特

性的影响．研究结果表明：齿轮几何偏心对啮合力有很大影响，其作用相当于一个扭矩作用于齿轮．
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　第１期 马　辉等：考虑几何偏心的斜齿轮耦合转子系统振动响应分析

　　齿轮转子系统是旋转机械中应用最广的动力
和运动传递装置，其力学性能和工作性能对整个
机器有重要影响［１］．由于齿轮的啮合作用，齿轮轴
系的振动特性与简单转子系统有着根本的区别，
突出特征为系统各轴间的弯扭耦合振动，对于斜
齿轮还存在弯扭轴摆耦合振动．对含有齿轮的转
子系统应该从系统的角度进行研究，如果不考虑
转子间耦合振动的影响，不仅造成计算精度低，而
且容易丢失一些重要信息，如模态耦合派生的新
频率，扭转激励激发的横向响应等．因此考虑齿轮
啮合影响，建立正确的齿轮啮合动力学模型，对于
分析齿轮耦合转子系统动力学特性是至关重要

的．近２０年来，许多国内外学者针对齿轮－转子系
统动力学特性研究做了大量工作．齿轮－转子系统
的建模主要有集中质量模型和有限元模型［２－８］；研
究 对 象 多 为 等 效 直 齿 轮［２，４－６，９－１４］ 和 斜 齿

轮［３，７－８，１５－１６］；研究内容主要包括弯扭耦合固有特
性［４，９，１２－１４，１７－１８］，考虑质量不平衡、静态传递误差、
扭转激励导致的强迫振动响应［２－８，１０－１１，１５－１６，１９－２１］．
从以上文献分析可知，现有的齿轮动力学模

型多考虑齿轮的基本参数，如螺旋角的影响；而考
虑多个斜齿轮参数的耦合影响，如压力角、安装方
位角等，建立斜齿轮全自由度弯－扭－轴－摆耦合模
型还比较少．针对直齿轮，文献［９］考虑齿轮几何
偏心的影响，而对斜齿轮而言，考虑斜齿轮偏心的
影响还不多见．很多模型对齿轮的研究多限于齿
轮本身，或用将轴的弯曲刚度直接计入齿轮支撑
刚度的方法来考虑转轴对齿轮啮合的影响．随着
有限元理论和计算机技术的发展，采用有限元方
法建立齿轮－转子系统动力学模型显示出一定的
优越性，它可通过输入系统的基本参数以及齿轮
的啮合刚度和阻尼等，通过规范化的有限元程序
（或商用有限元软件），直接建立系统的刚度矩阵、
阻尼矩阵，省去了求解轴系弯曲刚度和扭转刚度
等烦琐的参数计算过程［１４］，因而在工程实际中得
到较为广泛的应用．
本文以文献［１５］提供的一个三平行轴转子系

统为研究对象，考虑静态传递误差、齿轮几何偏心
的影响，建立了全自由度通用齿轮啮合动力学模
型，以此确定齿轮啮合刚度矩阵、阻尼矩阵和外激
励载荷向量．将转子系统有限元模型和三维斜齿
轮集中质量模型相结合，建立平行轴系齿轮转子
系统数学模型，分析了静态传递误差、转子质量不
平衡、齿轮几何偏心以及三者耦合对系统振动响
应的影响．

１　齿轮－转子系统有限元模型

１．１　转子系统有限元模型

文献［１５］提供的三平行轴２对斜齿轮副啮合
转子系统结构形式如图１所示，图中箭头方向表
示转速方向，轴１为主动轴，其设计参数如表１所
示．由于原文未能提供集中质量１和集中质量２
的计算参数，本文对其进行了假定，集中质量１的
质量为０．９９６９ｋｇ，直径转动惯量为９５６ｋｇ·ｍｍ２，
极转动惯量为１　８５０ｋｇ·ｍｍ２；集中质量２的质量
为０．５１８　５ｋｇ，直径转动惯量为３７２ｋｇ·ｍｍ２，极
转动惯量为７０９ｋｇ·ｍｍ２，其他有关齿轮、轴承和
转子的参数详见文献［１５］．

图１　齿轮－转子－轴承系统模型示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ａ　ｇｅａｒ－
ｒｏｔｏｒ－ｂｅａｒｉｎｇ　ｓｙｓｔｅｍ

为了更好地模拟转子系统动力学特性，对转
子系统做如下假定：①转子系统采用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁来模拟，轴段单元如图２；②滚珠轴承被理想地
视为线性，无交叉刚度和阻尼，左右２个轴承采用
相同的刚度和阻尼．
考虑转子系统的横向和扭转变形，转子系统

的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的自由度为

ｕｅ＝ ［ｘＡ　ｙＡ　ｚＡ　θｘＡ　θｙＡ　θｚＡ
ｘＢ　ｙＢ　ｚＢ　θｘＢ　θｙＢ　θｚＢ］Ｔ （１）

图２　轴段单元有限元模型

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｓｈａｆｔ　ｕｎｉｔ
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１．２　齿轮副的弯－扭－轴－摆有限元模型

考虑静态传递误差、齿轮几何偏心（齿轮质心
和形心不重合）等因素，建立斜齿轮副全自由度啮
合模型，如图３所示，本模型考虑了齿轮旋转过程
中产生的不平衡激振力及几何偏心对啮合力的影

响．图３所示齿轮副由２个斜齿轮ｉ，ｊ构成，其中

Ｏｉ，Ｏｊ为齿轮静止中心；Ｇｉ，Ｇｊ为齿轮几何中心；

Ｏ′ｉ，Ｏ′ｊ 为齿轮重心；ｅｉ，ｅｊ为偏心距（齿轮质心Ｏ′
到形心Ｇ 的距离）；Ωｉ，Ωｊ为齿轮转动角速度，取
逆时针为正，顺时针为负；ｒｉ，ｒｊ为齿轮基圆半径；

Ｔｉ，Ｔｊ为作用在齿轮上的转矩．将啮合齿轮视为
一对通过弹簧和阻尼器联接的刚性圆盘，采用一
个弹簧－阻尼单元来连接，考虑到斜齿轮传动比直
齿轮传动的重合度大，单对齿和双对齿交替啮合
刚度波动幅度较小，假定啮合刚度为常值，取其平

图３　斜齿轮副三维动力学模型

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ

ｏｆ　ｈｅｌｉｃａｌ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒ

均啮合刚度．设沿着啮合力作用线方向的刚度和
阻尼分别为ｋｉｊ和ｃｉｊ，啮合线与啮合面边线的夹角
为螺旋角βｉｊ，其定义为

βｉｊ
＞０ 主动轮左旋

＜０｛ 主动轮右旋
（２）

　　齿轮ｉ和齿轮ｊ之间的相对位置可以采用方
位角αｉｊ表示，αｉｊ（０≤αｉｊ＜２π）定义为主动轮ｉ的
ｘ轴逆时针旋转至中心线的夹角，定义ｙ轴正向
与啮合面的夹角为

ψｉｊ＝
－φｉｊ＋αｉｊ 主动轮逆时针

φｉｊ＋αｉｊ－π烅
烄

烆 主动轮顺时针
（３）

式中φｉｊ为端面压力角，ｅｉｊ（ｔ）为齿轮静态传递误
差，可表示为

ｅｉｊ（ｔ）＝ｅ０＋ｅｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ＋φ） （４）
式中ｅ０，ｅｉｊ为轮齿误差的常值和幅值，取ｅ０＝０；Ｎ
为齿轮齿数；φ为相位角，取φ＝０．则任一时刻的
静态传递误差可表示为ｅｉｊ（ｔ）＝ｅｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）．
定义此齿轮副模型的广义坐标为

ＸＧ
ｉｊ＝ ［ｘＧｉｙＧｉｚＧｉθＧｘｉθＧｙｉθＧｚｉｘＧｊｙＧｊｚＧｊθＧｘｊθＧｙｊθＧｚｊ］Ｔ

（５）
式中ｘ，ｙ为横向自由度；ｚ为轴向自由度；θｘ，θｙ
为摆动自由度；θｚ 为扭转自由度．
假设齿轮在啮合力作用线方向上所产生的相

对位移完全转变为接触齿面的弹性变形，以保证
齿面在啮合过程中的相互接触．为了考虑主动轮
转动方向的影响，引入区分方向的变量Ｄ

Ｄ＝
１ 主动轮逆时针

－１｛ 主动轮顺时针
（６）

　　设２个齿轮在啮合线方向上的相对位移和相
对速度分别为ｐｉｊ和ｐｉｊ，对于相对位移在这里假
定压为正、拉为负，则有

ｐｉｊ（ｔ）＝ ｛－［ｘＧｉ －ｅｉ（１－ｃｏｓ（Ωｉｔ））］ｓｉｎψｉｊ＋
［ｘＧｊ －ｅｊ（１－ｃｏｓ（Ωｊｔ））］ｓｉｎψｉｊ＋
［ｙＧｉ ＋ｅｉｓｉｎ（Ωｉｔ）］ｃｏｓψｉｊ－［ｙ

Ｇ
ｊ ＋

ｅｊｓｉｎ（Ωｊｔ）］ｃｏｓψｉｊ＋Ｄ·ｒｉθ
Ｇ
ｚｉ＋

Ｄ·ｒｊθＧｚｊ｝ｃｏｓβｉｊ＋｛Ｄ·ｚ
Ｇ
ｉ －Ｄ·ｚＧｊ ＋

［ｒｉｓｉｎψｉｊ＋Ｄ·ｅｉｓｉｎ（Ωｉｔ）］θ
Ｇ
ｘｉ＋

［ｒｊｓｉｎψｉｊ－Ｄ·ｅｊｓｉｎ（Ωｊｔ）］θ
Ｇ
ｘｊ－

［ｒｉｃｏｓψｉｊ＋Ｄ·ｅｉｃｏｓ（Ωｉｔ）］θ
Ｇ
ｙｉ－

［ｒｊｃｏｓψｉｊ－Ｄ·ｅｊｃｏｓ（Ωｊｔ）］θ
Ｇ
ｙｊ｝ｓｉｎβｉｊ－ｅｉｊ（ｔ）

（７）

　　建立齿轮转子系统运动微分方程时作如下简
化：不考虑啮合齿侧间隙、啮合摩擦力的变化．考
虑齿轮上的不平衡力、啮合力矩、输入输出转矩
等，建立齿轮在６个自由度方向上的运动方程
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ｍｉ̈ｘＧｉ －ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ－
ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ＝ｍｉｅｉΩ

２
ｉｃｏｓ（Ωｉｔ） （８ａ）

ｍｉ̈ｙＧｉ ＋ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｃｏｓψｉｊ＋
ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｃｏｓψｉｊ＝ｍｉｅｉΩ

２
ｉｓｉｎ（Ωｉｔ）（８ｂ）

ｍｉ̈ｚＧｉ ＋Ｄ·ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ＋
Ｄ·ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ＝０ （８ｃ）

Ｉｉ　ｘ̈θＧｘｉ＋ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｉｓｉｎψｉｊ＋
Ｄ·ｅｉｓｉｎ（Ωｉｔ）］＋ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｉｓｉｎψｉｊ＋

Ｄ·ｅｉｓｉｎ（Ωｉｔ）］＋Ｉｉ　ｚΩｉθＧｙｉ＝０ （８ｄ）

Ｉｉ　ｙ̈θＧｙｉ－ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｉｃｏｓψｉｊ＋
Ｄ·ｅｉｓｉｎ（Ωｉｔ）］－ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｉｃｏｓψｉｊ＋

Ｄ·ｅｉｓｉｎ（Ωｉｔ）］－Ｉｉ　ｚΩｉθＧｘｉ＝０ （８ｅ）

Ｉｉ　ｚ̈θＧｚｉ＋Ｄ·ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊ［ｒｉ＋
Ｄ·ｅｉｃｏｓ（Ωｉｔ－ψｉｊ）］＋Ｄ·ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊ［ｒｉ＋

Ｄ·ｅｉｃｏｓ（Ωｉｔ－ψｉｊ）］＝Ｄ·Ｔｉ （８ｆ）

ｍｊ̈ｘＧｊ ＋ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ＋
ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ＝ｍｊｅｊΩ

２
ｊｃｏｓ（Ωｊｔ） （８ｇ）

ｍｊ̈ｙＧｊ －ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｃｏｓψｉｊ－
ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊｃｏｓψｉｊ＝ｍｊｅｊΩ

２
ｊｓｉｎ（Ωｊｔ）（８ｈ）

ｍｊ̈ｚＧｊ －Ｄ·ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ－
Ｄ·ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ＝０ （８ｉ）

Ｉｊ　ｘ̈θＧｘｊ＋ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｊｓｉｎψｉｊ－
Ｄ·ｅｊｓｉｎ（Ωｊｔ）］＋ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｊｓｉｎψｉｊ－

Ｄ·ｅｊｓｉｎ（Ωｊｔ）］＋Ｉｊ　ｚΩｊθＧｙｊ＝０ （８ｊ）

Ｉｊ　ｙ̈θＧｙｊ－ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｊｃｏｓψｉｊ－
Ｄ·ｅｊｃｏｓ（Ωｊｔ）］－ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｓｉｎβｉｊ［ｒｊｃｏｓψｉｊ－

Ｄ·ｅｊｃｏｓ（Ωｊｔ）］－Ｉｊ　ｚΩｊθＧｘｊ＝０ （８ｋ）

Ｉｊ　ｚ̈θＧｚｊ＋Ｄ·ｋｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊ［ｒｊ－
Ｄ·ｅｊｃｏｓ（Ωｊｔ－ψｉｊ）］＋Ｄ·ｃｉｊｐｉｊ（ｔ）ｃｏｓβｉｊ［ｒｊ－

Ｄ·ｅｊｃｏｓ（Ωｊｔ－ψｉｊ）］＝Ｄ·Ｔｊ （８ｌ）
式中Ｉｉ　ｘ，Ｉｉ　ｙ，Ｉｉ　ｚ，Ｉｊ　ｘ，Ｉｊ　ｙ，Ｉｊ　ｚ 分别表示齿轮ｉ和ｊ绕
ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴的转动惯量．利用２个齿轮质心
和形心坐标的关系

ｘＧｉ ＝ｘｉ－ｅｉｃｏｓ（Ωｉｔ）

ｘＧｊ ＝ｘｊ－ｅｊｃｏｓ（－Ωｊｔ）

ｙＧｉ ＝ｙｉ－ｅｉｓｉｎ（Ωｉｔ）

ｙＧｊ ＝ｙｊ－ｅｊｓｉｎ（－Ωｊｔ）

ｚＧｉ ＝ｚｉ
ｚＧｊ ＝ｚｊ
θＧｘｉ＝θｘｉ
θＧｘｊ＝θｘｊ
θＧｙｉ＝θｙｉ
θＧｙｊ＝θｙｊ
θＧｚｉ＝θｚｉ＋Ωｉｔ

θＧｚｊ＝θｚｊ－Ωｊ

烅

烄

烆 ｔ

（９）

将式（９）代入式（８），忽略掉一些非线性项后，将其
简化成矩阵形式，得到齿轮副运动耦合方程为

Ｍｉｊ̈Ｘｉｊ＋（Ｃｉｊ＋Ｇｉｊ）Ｘｉｊ＋ＫｉｊＸｉｊ＝Ｆ１ｉｊ＋Ｆｓｉｊ＋Ｆｗ
（１０）

式中Ｍｉｊ为质量矩阵；Ｋｉｊ为啮合刚度矩阵；Ｃｉｊ为啮
合阻尼矩阵；Ｇｉｊ为陀螺矩阵．

Ｍｉｊ＝ｄｉａｇ（ｍｉ，ｍｉ，ｍｉ，Ｉｉ　ｘ，Ｉｉ　ｙ，Ｉｉ　ｚ，

ｍｊ，ｍｊ，ｍｊ，Ｉｊ　ｘ，Ｉｊ　ｙ，Ｉｊ　ｚ） （１１）

Ｘｉｊ＝
［ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，θｘｉ，θｙｉ，θｚｉ，ｘｊ，ｙｊ，ｚｊ，θｘｊ，θｙｊ，θｚｊ］Ｔ

（１２）

Ｋｉｊ＝ｋｉｊ·αＴｉｊ·αｉｊ （１３）

Ｃｉｊ＝ｃｉｊ·αＴｉｊ·αｉｊ （１４）

式中

αｉｊ＝ ［－ｓｉｎψｉｊｃｏｓβｉｊ，ｃｏｓψｉｊｃｏｓβｉｊ，Ｄ·ｓｉｎβｉｊ，

ｒｉｓｉｎψｉｊｓｉｎβｉｊ，－ｒｉｃｏｓψｉｊｓｉｎβｉｊ，Ｄ·ｒｉｃｏｓβｉｊ，

ｓｉｎψｉｊｃｏｓβｉｊ，－ｃｏｓψｉｊｃｏｓβｉｊ，－Ｄ·ｓｉｎβｉｊ，

ｒｊｓｉｎψｉｊｓｉｎβｉｊ，－ｒｊｃｏｓψｉｊｓｉｎβｉｊ，Ｄ·ｒｊｃｏｓβｉｊ］
（１５）

Ｇｉｊ＝
０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ Ｉｉ　ｚΩｉ ００００ ０ ０ ０
０００ －Ｉｉ　ｚΩｉ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
０００ ０ ０ ００００ ０ Ｉｊ　ｚΩｊ ０
０００ ０ ０ ００００ －Ｉｊ　ｚΩｊ ０ ０

熿

燀

燄

燅０００ ０ ０ ００００ ０ ０ ０
（１６）

Ｆ１ｉｊ＝ｋｉｊαＴｉｊ［ｓｉｎψｉｊｃｏｓβｉｊ（－ｅｉ＋ｅｊ）＋
ｅｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）］＋ｃｉｊαＴｉｊｅｉｊＮｉΩｉｃｏｓ（ＮｉΩｉｔ）（１７）

Ｆｗ ＝
［０，０，０，０，０，Ｄ·Ｔｉ，０，０，０，０，０，Ｄ·Ｔｊ］Ｔ

（１８）

Ｆｓｉｊ＝ ｛０，０，０，ｅｉＤ·ｓｉｎβｉｊｓｉｎ（Ωｉｔ）·
［ｋｉｊｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ（－ｅｉ＋ｅｊ）＋ｅｉｊｋｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）＋
ｅｉｊｃｉｊＮｉΩｉｃｏｓ（ＮｉΩｉｔ）］，ｅｉＤ·ｓｉｎβｉｊｃｏｓ（Ωｉｔ）·
［ｋｉｊｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ（ｅｉ－ｅｊ）－ｅｉｊｋｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）－
ｅｉｊｃｉｊＮｉΩｉｃｏｓ（ＮｉΩｉｔ）］，ｅｉｃｏｓβｉｊｃｏｓ（ψｉｊ－Ωｉｔ）·
［ｋｉｊｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ（－ｅｉ＋ｅｊ）＋ｅｉｊｋｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）＋
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ｅｉｊｃｉｊＮｉΩｉｃｏｓ（ＮｉΩｉｔ）］，０，０，０，ｅｊＤ·

ｓｉｎβｉｊｓｉｎ（Ωｊｔ）［ｋｉｊｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ（－ｅｉ＋ｅｊ）＋
ｅｉｊｋｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）＋ｅｉｊｃｉｊＮｉΩｉｃｏｓ（ＮｉΩｉｔ）］，

ｅｊＤ·ｓｉｎβｉｊｃｏｓ（Ωｊｔ）［ｋｉｊｃｏｓβｉｊｓｉｎψｉｊ·

（－ｅｉ＋ｅｊ）＋ｅｉｊｋｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）＋ｅｉｊｃｉｊＮｉΩｉ·

ｃｏｓ（ＮｉΩｉｔ）］，ｅｊｃｏｓβｉｊｃｏｓ（ψｉｊ＋Ωｊｔ）［ｋｉｊｃｏｓβｉｊ·

ｓｉｎψｉｊ（ｅｉ－ｅｊ）－ｅｉｊｋｉｊｓｉｎ（ＮｉΩｉｔ）－

ｅｉｊｃｉｊＮｉΩｉｃｏｓ（ＮｉΩｉｔ）］｝Ｔ （１９）

１．３　齿轮－转子系统有限元模型

将齿轮副运动方程与转子－轴承系统方程进
行耦合，得到整个系统的运动方程表达如下：

Ｍｕ＋（Ｃ＋Ｇ）ｕ＋Ｋｕ＝Ｆｕ （２０）

式中Ｍ，Ｃ，Ｇ和Ｋ 分别为系统质量、阻尼、陀螺和
刚度矩阵．其中质量矩阵Ｍ 包括转子质量和齿轮
质量，阻尼矩阵Ｃ包括黏性阻尼和轴承阻尼，刚
度矩阵Ｋ包括转子刚度、啮合刚度和轴承刚度．ｕ
为系统广义坐标（节点位移向量），Ｆｕ为外激励向
量．本文采用瑞利阻尼形式来确定总阻尼矩阵中
的黏性阻尼项Ｃｓ，其表达式如下：

Ｃｓ＝αＭ ＋βＫ （２１）
式中

α＝６０
（ω２ξ１－ω１ξ２）ω１ω２
π（ω２２－ω２１）

（２２）

β＝
π（ω１ξ１－ω２ξ２）
１５（ω２１－ω２２）

（２３）

其中ω１ 和ω２ 分别为第１阶和第２阶临界转速
（ｒ／ｍｉｎ），根据齿轮耦合转子系统结构得到ω１＝
４８　４８０ｒ／ｍｉｎ，ω２＝８０　７００ｒ／ｍｉｎ；ξ１和ξ２分别为对
应的第１阶和第２阶模态阻尼比，本文取ξ１ ＝

ξ２ ＝０．０４．本文采用弹簧单元来模拟轴承刚度，
集中质量单元来模拟转子的集中质量点，共划分

５７个单元，有关弹簧刚度参数详见文献［１５］．

２　系统响应特性分析

２．１　模型验证

为了更好地验证本文所采用方法的正确性，
将结果与文献［１５］进行对比．文献［１５］中只考虑
了齿轮在静态传递误差的激励下系统的动力响

应，本文中静态传递误差等参数选用的幅值和文
献［１５］一致，采用式（４）．本文用Ｆ１２和Ｆ３４分别表
示齿轮１，２和齿轮３，４之间的啮合力，其中

Ｆ１　２ ＝ｋ１２ｐ１２，Ｆ３４ ＝ｋ３４ｐ３４，ｋ１２ 和ｋ３４ 分别为齿轮

１，２和齿轮３，４的啮合刚度，取值详见文献［１５］．

本文结果和采用文献［１５］结果得到的啮合力

Ｆ３４的对比曲线如图４所示，由图可知齿轮动态啮
合力的趋势和幅值基本一致，这也证明了本文中
齿轮啮合模型及转子系统有限元模型的正确性，
但是仍存在一定的误差．产生误差的原因，一是文
献［１５］中参数不全，本文进行了假设；二是文献
［１５］没有说明具体的工况．

图４　动态啮合力Ｆ３４ 变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｆｏｒｃｅｓ　ｏｆ　ｇｅａｒｓ　３　＆４

２．２　系统响应特性分析

本小节分别考虑静态传递误差、转子质量不
平衡、齿轮几何偏心以及三者耦合的影响，对系统
响应特性进行了分析，其中静态传递误差和齿轮
几何偏心根据推导模型的式（１７）、式（１９）均在齿
轮处加载，转子质量不平衡根据美国石油协会标
准（ＡＰＩ６１７－２００２）加载［２２］，加载参数大小如表１
所示，转子质量不平衡的加载位置如图５所示．

表１　加载参数表

Ｔａｂｌｅ　１　Ｌｏａｄｉｎｇ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

静态传递误差／μｍ

齿轮副１２　 ｅ１２＝０．５

齿轮副３４　 ｅ３４＝０．５

齿轮几何偏心／μｍ

齿轮１　 ｅ１＝８

齿轮２　 ｅ２＝１０

齿轮３　 ｅ３＝８

齿轮４　 ｅ４＝１０

转子质量不平衡／（ｇ·ｍｍ）

载荷１　 ５　９２０

载荷２　 ２　９００

载荷３　 ８　３１０

０２
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　　齿轮１的振动响应如图６所示．图中各线条
分别代表转子不平衡激励的响应曲线、传递误差
激励的响应曲线、齿轮偏心激励的响应曲线和同
时考虑３种因素的动力学响应曲线．

图５　转子质量不平衡载荷示意图

Ｆｉｇ．５　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｕｎｂａｌａｎｃｅ　ｌｏａｄｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｍａｓｓ

图６　考虑不同因素的动力学响应曲线

Ｆｉｇ．６　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｃｕｒｖｅｓ　ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

对比各曲线可以看出，考虑齿轮几何偏心的
响应曲线几乎不受转速影响，在ｙ向位移几乎为

０，但在扭转方向上近似为一定值，这也说明齿轮
偏心主要影响轴系的扭转振动，而这个影响相当
于一个常值扭矩的影响．考虑转子质量不平衡的
响应曲线在转速范围内转频没有达到共振频率，
所以响应值逐渐增大．考虑静态传递误差的响应
曲线出现了４个峰值，通过与固有频率对比，发现
均为由齿轮转动啮合频率与固有频率接近引起

的．考虑３种因素耦合的动力学响应曲线形式上
类似于分别考虑３种因素的曲线代数和，但值并
不等于三者之和，原因可能是转子不平衡、静态传
递误差和齿轮偏心由于相位差而相互抵消了一部

分不平衡力．
图７为几种不同因素影响下的齿轮动态啮合

力变化曲线，从图中可以看出，仅考虑转子不平衡
激励时，齿轮对１２和齿轮对３４啮合力在０附近
的波动很小，几乎为０，说明转子不平衡对齿轮啮
合力影响较小；齿轮偏心对动态啮合力曲线影响
较大；考虑静态传递误差和同时考虑３种因素的
动态啮合力响应曲线均存在４个峰值，通过与固

图７　考虑不同因素的啮合力动态曲线

Ｆｉｇ．７　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｆｏｒｃｅ　ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
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有频率进行对比可知，４个峰均是由齿轮啮合频
率接近系统固有频率引起的．其中Ａ峰对应于齿
轮对１２啮合频率接近系统第１阶固有频率，Ｂ峰
对应于齿轮对１２啮合频率接近系统第２阶固有
频率，Ｃ峰对应于齿轮对１２啮合频率接近系统第

４阶固有频率，Ｄ峰对应于齿轮对３４啮合频率接
近系统第１阶固有频率．对应的振型图如图８所
示．需要说明的是同时考虑多种因素的动态啮合
力响应曲线存在很大的初值，这和位移响应特性
的结果是一致的，也相当于一个常值扭矩的影响．
所以可以说，齿轮偏心对转子系统的影响可以近
似为一个常值扭矩的影响．
图９为在额定转速下，齿轮１处ｙ方向和θｚ

图８　系统典型阶振型图

Ｆｉｇ．８　Ｔｙｐｉｃａｌ　ｍｏｄｅ　ｓｈａｐｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ

图９　考虑不同因素的时域响应图

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅ　ｄｏｍａｉｎ　ｗａｖｅｆｏｒｍ　ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

方向２种情况下的时域响应图，从图中可以看出

ｙ方向考虑传递误差和转子质量不平衡与考虑３
种因素的曲线几乎重合．θｚ 方向考虑齿轮偏心
时，响应曲线相比没有考虑齿轮偏心时存在明显
的偏移．说明高速旋转状态下，齿轮偏心相当于一
个常值扭矩影响扭转振动的初值，初值的大小取
决于齿轮的动平衡精度．

３　结　论

本文以一个带有２对斜齿轮副啮合的平行轴
转子系统为研究对象，考虑多种因素，完成了齿轮
耦合转子系统振动响应特性分析，主要结论如下：

１）以三维斜齿轮副为研究对象，推导了全自
由度通用齿轮啮合动力学模型．该模型综合考虑
了静态传递误差、齿轮几何偏心、主动轮旋向、转
向、螺旋角以及压力角等因素的影响，在动力学分
析中具有较强的通用性．
２）分析了转子质量不平衡、齿轮几何偏心、
静态传递误差和三者耦合对系统振动响应的影

响，结果表明：齿轮偏心主要影响扭转方向的振
动，几乎不影响平动方向的振动，而对扭转方向的
振动相当于一个常值扭转的作用，常值扭转的大
小取决于齿轮的动平衡精度．
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